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(Da) Soit (A, 1) € R? tel que A # p.
(M — X)) (M — ul,)) = M? — uM — XM + \ul,
Puis en remplacant M et M? par leurs expressions données dans 1’énoncé:
(M — \L)(M — ul,) = N2A+ 2B — p(AA + uB) — XA + uB) + \ul,
(M — X\L,) (M — ul,,)) = N2A+ p?B — MuA — 2B — N2A — M\uB + \ul,, = 0,
En échangeant les valeurs de A et p on obtient:
(M — plp)(M = M) = On,
b) En remplacant M et M? par leurs expressions données dans I’énoncé, on a :
(M = Ma)(M = pl) = (MA = L) + uB) (A + u(B — 1,,)
Puis en utilisant A+ B = I,,, on a:
(M = Mo)(M — pl) = (~AB + uB) (A — u(A) = (A = p)(—B)(A = p)A = —(A — u)? BA
Or (M — A\I,)(M — ul,) = 0,, donc BA=0,
En échangeant les valeurs de A et y, on a AB =0,
Enfin, A2=(I-B)?=1?-B-B+B?*=1I-B-B(I-B)=A—-BA=Acar BA=0,
On a de méme B? = B
(@ Soit P(p):« MP > = A+ uPB
Initialisation: \°A+ p’B=A+B =1, et M* =1,
Hérédité: Soit p € N. Supposons P(p) vrai.
MPTt = M x MP = M(A\PA + uP B) par hypothese de récurrence.
En remplacant M par son expression :
MPH = (AA+ uB)(\PA + uPB) = AP A2 4 \uP AB + \PpuBA + pP+l B?)
puis en utilisant A? = A, B2 = Bet AB=BA=0, :
Mp-i-l — )\p-i-lA + Mp+1B
Conclusion: P(p) est vrai pour p = 0 et est héréditaire, donc est vrai pour tout p € N
(® 1l faut impérativement dire qu’on a bien vérifié que A + B = I, sinon les résultats de la premiére partie sont
inapplicables.
On trouve facilement M =24 — B et M? =4A+ B

(@) Toutes les hypotheses de la premiere partie ayant été vérifiées, on a pour tout p € N :
MP =4PA+ (-1)PB



